
数学・全国大学入試めぐり第 23回
東北大学・理系
2月 26日 (水)実施 (150分・600点)
数学 I・数学 II・数学 III・数学Ａ・数学Ｂ (「数列」)・数学 C（「ベクトル」「平面上の曲線と複素数平面」）!"#$%&
文系（学部別入試）は 90分 150点 (上の範囲から数学 IIIを除く) !"'(

& 1辺の長さが 1の正五角形をKとする。このとき，以下の問いに答えよ。
(1) Kの対角線の長さを求めよ。
(2) Kの周で囲まれた図形を Pとする。また，PをKの外接円の中心の周りに角 µだけ回転して得られ
る図形を Pµ とする。Pと Pµ の共通部分の周の長さを `µ とする。µが 0Ü < µ < 72Üの範囲を動くと
き，`µ の最小値が 2

p
5であることを示せ。
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まず，4OAQ2 ´4OA0Q1 を示す。
OA = OA0 (正五角形の外接円の半径)
ÎOAQ2 = ÎAA

0Q1 = 54Ü (正五角形のひとつの内
角の半分)

ÎAOQ2 = ÎA
0OQ1 (共通)

よって，1 組の辺とその両端の角がそれぞれ等しい
から
4OAQ2 ´4OA

0Q1

したがって，OQ1 = OQ2
次に，4AP2Q1 ´4A0P2Q2 を示す。
OA = OA0 (正五角形の外接円の半径)
OQ1 = OQ2

よって AQ1 = A
0Q2

ÎP2AQ1 = ÎP2A
0Q2 = 54Ü (正五角形のひとつの

内角の半分)
ÎAP2Q1 = ÎA

0P2Q2 (対頂角)
よって，2 組の角が等しいから，残り 1 組の角も等
しい。
ÎAQ1P2 = ÎA

0Q2P2

よって，1組の辺と両端の角がそれぞれ等しいから
4AP2Q1 ´4A

0P2Q2

したがって P2Q1 = P2Q2

また 3組の辺がそれぞれ等しいから
4OAP2 = OA

0P2

したがって

¡ 1¡



ÎAOP2 = ÎA
0OP2 =

µ
2

また同様にして
Q2P3 = P3Q3

したがって `µ = 10£ fAB¡ (AP2 +P3B)g
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まず，AP2 を求めよう。4OAP2 で正弦定理を用い
ると

AP2

sin
µ
2

=
OA

sinÎOP2A
ÝÝ1

ここで，まず OA（正五角形の外接円の半径）を求め
よう。
4AOBは

A

B

O

R

R

1

72Ü

54Ü

54Ü

図のような二等辺三角形であるから正弦定理により
AB

sinÎAOB
=

AO

sinÎOBA

OA=R とおき，AB = 1;ÎAOB = 72Ü;ÎOBA =
54Üを代入すると
1

sin 72Ü
=

R
sin 54Ü

よって
R =

sin 54Ü
sin 72Ü

=
sin(90Ü ¡ 36Ü)
2 sin 36Ü cos 36Ü

=
cos 36Ü

2 sin 36Ü cos 36Ü

=
1

2 sin 36Ü
また

ÎOP2A = 180Ü ¡ÎAOP2 ¡ÎOAP2

= 180Ü ¡
µ
2
¡ 54Ü

= 126Ü ¡
µ
2

したがって1より
AP2

sin
µ
2

=
R

sin #126Ü ¡ µ
2
;

よって

AP2 = R ¢
sin
µ
2

sin #126Ü ¡ µ
2
;

= R ¢
sin
µ
2

sin #90Ü+ 36Ü ¡ µ
2
;

= R ¢
sin
µ
2

cos #36Ü ¡ µ
2
;

(まだここでは Rのままにしておく)
同様にして P3Bを求めよう。4OBP3 で正弦定理を用
いる。
OB = R;ÎBOP3 =

72Ü ¡ µ
2

= 36Ü ¡
µ
2

ÎOP3B = 180Ü ¡ÎBOP3 ¡ÎOBP3

= 180Ü ¡
72Ü ¡ µ
2

¡ 54Ü

= 180Ü ¡ #36Ü ¡ µ
2
;¡ 54Ü

= 90 +
µ
2

よって正弦定理より
P3B

sinÎBOP3
=

OB
sinÎOP3B

ÝÝ2

P3B

sin #36Ü ¡ µ
2
; = R

sin #90Ü+ µ
2
;

したがって

P3B = R ¢
sin #36Ü ¡ µ

2
;

sin #90Ü+ µ
2
;

= R ¢
sin #36Ü ¡ µ

2
;

cos
µ
2

よって
P2P3 = AB¡ (AP2 +P3B) = 1¡ (AP2 +P3B)

であり，
`µ = 10£ P2P3

であるから，AP2 +P3B が最大になるとき，`µ は最
小となる。
すると，

AP2 +P3B =
Rsin

µ
2

cos #36Ü ¡ µ
2
; + Rsin #36Ü ¡ µ2 ;cos

µ
2

¡ 2¡



= R¢
sin
µ
2
cos
µ
2
+ cos #36Ü ¡ µ

2
; sin #36Ü ¡ µ

2
;

cos #36Ü ¡ µ
2
; cos µ

2

= R ¢

1
2
sinµ+ 1

2
sin (72Ü ¡ µ)

1
2
fcos 36Ü+ cos (36Ü ¡ µ)g

= R ¢
sin 36Ü cos (µ¡ 36Ü)

1
2
fcos 36Ü+ cos (36Ü ¡ µ)g

=
1

2 sin 36Ü
¢
2 sin 36Ü cos (µ¡ 36Ü)
cos 36Ü+ cos (36Ü ¡ µ)

=
cos (µ¡ 36Ü)

cos 36Ü+ cos (36Ü ¡ µ)

= 1¡
cos 36Ü

cos 36Ü+ cos (36Ü ¡ µ)

これが最大になるのは
cos 36Ü

cos 36Ü+ cos (36Ü ¡ µ)
が最小になるときであり，それは cos(36Ü ¡ µ) が最
大になるときであるから，

36Ü ¡ µ = 0Ü

すなわち
µ = 36Ü

のときである。
このとき，
AP2 +P3B =

1
cos 36Ü+ 1

ここで (1)の AC = x = 1+
p
5

2
より，4ACDで余

弦定理を用いると
cos 36Ü =

x2 + x2 ¡ 12

2 ¢ x ¢ x =
2x2 ¡ 1
2x2

したがって，
AP2 +P3B =

1

2x2 ¡ 1
2x2

+ 1

=
2x2

(2x2 ¡ 1) + 2x2

=
2x2

4x2 ¡ 1

ここで

x2 = $ 1 + p5
2

<2 = 6+ 2p5
4

=
3 +
p
5

2

したがって

AP2 +P3B =
2 ¢
3 +
p
5

2

4 ¢
3 +
p
5

2
¡ 1

=
3 +
p
5

2(3 +
p
5)¡ 1

=
3 +
p
5

5 + 2
p
5
=
(3 +

p
5)(5¡ 2

p
5)

(5 + 2
p
5)(5¡ 2

p
5)

=
15¡ 6

p
5 + 5

p
5¡ 10

25¡ 20

=
5¡
p
5

5
よって，
`µ = 10£ $1¡ 5¡p5

5
< = 10£ 5¡ 5 + p5

5

= 10£

p
5
5
= 2
p
5

¡ 3¡


