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' 問 2 n4 + 6n2 + 23が n2 + n + 3で割り切れるような正の整数 n をすべて求めよ．

理系の整数問題とは違って倍数で処理するのは不可能です。さて，どうしましょう？ 実
際に，n = 1; 2;Ý を代入して実験するという方法があります。が，実際やってみると，
n = 1; 2のときは上手くいきます。（読者は鉛筆を動かして計算してみてください。）しか
し，3以上の n に関しての情報はまったく手に入りません。
そこで，問題文では「割り切れる」と言っているのですから，実際に割ってみるというの
が，次に取るべき方針だと思います。

n2 ¡n +4
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¡n3 +3n2
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よって，商は n2 ¡ n + 4,余りは¡n + 11
したがって，次のように表すことができます。

n4 + 6n2 + 23 = (n2 + n+ 3)(n2 ¡ n+ 4)¡ n+ 11ÝÝ1

整式 p(x)を整式 a(x)で割ったときの商を q(x)，余りを r(x)とすると
p(x) = a(x)q(x) + r(x)

と表すことができる。

n は正の整数ですので，n2 + n + 3 Ë 0は明らかです。そこで1の両辺を n2 + n + 3で
割ってみましょう。

n4 + 6n2 + 23
n2 + n+ 3

= n2 ¡ n+ 4+
¡n+ 11
n2 + n+ 3

ÝÝ2

2の左辺は条件から (正の)整数になります。右辺の n2 ¡ n + 4は整数です。したがって，
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¡n + 11
n2 + n + 3

も整数になるはずです。

ということは¡n + 11が n2 + n + 3で割り切れるということになります。そこで，
¡n + 11
n2 + n + 3

= k (kは整数)

とおいてみます。分母を払って
¡n + 11 = k(n2 + n + 3)

n で整理すると

¡n + 11 = k(n2 + n + 3)

k(n2 + n + 3) = ¡n + 11

kn2 + kn + 3k+ n ¡ 11 = 0

kn2 + (k+ 1)n + 3k¡ 11 = 0ÝÝ3

さて，ここからが問題です。この nの 2次方程式をどのように処理すべきなのでしょう。因
数分解はできそうにもないので，解の公式で解いてみるのも一つの方法です。というか，そ
れ以外にできることがありません。そこで，一気に解の公式に飛びつくのでなく，まず解の
公式の

B

　　の中を先に計算しましょう。そうです。判別式です。n は正の整数である以
前に実数です。したがって，（見かけ上）n の 2次方程式が実数解をもつ条件を求めてみよ
うという作戦です。
[1] n2 の係数 kが 0のとき，3は 2次方程式ではないので，判別式は利用できません。そ
こで，実際に k = 0を代入してみます。すると，

n ¡ 11 = 0

したがって
n = 11

[2] k Ë 0のとき，3は 2次方程式であり，n は実数なので，3の判別式をDとすると
D ¸ 0

よって
D = (k+ 1)2 ¡ 4 ¢ k ¢ (3k¡ 11)

= (k2 + 2k+ 1)¡ 12k2 + 44k

= ¡11k2 + 46k+ 1 ¸ 0

よって, 11k2 ¡ 46k¡ 1 · 0 ÝÝ4

この kの 2次不等式を解くのですが，kは整数なので 4を満たす整数 kを求めればいいの
です。解の公式を使うと根号内がお祭りになりますので，ここでは y = 11x2 ¡ 46x¡ 1の
グラフと，kは整数という条件を使って整数 kを求めてみましょう。
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グラフはかなりデフォルメしています。

放物線 y = 11x2 ¡ 46x¡ 1の軸の方程式は
x = ¡ ¡46

2 ¢ 11
=
23
11

放物線はその軸 x = 23
11
に関して対称ですから

x = 2£ 23
11
=
46
11
(= 4:1Ý)のときも y = ¡1

x = 0のとき y = ¡1,また x = ¡1のとき
y = 11 + 46¡ 1 > 0; x = 5のとき y = 11 ¢ 25
¡46 ¢ 5¡ 1 = 275¡ 203¡ 1 > 0であることから，
不等式 4を満たす整数 kの値は,k Ë 0に注意すると

k = 1; 2; 3; 4

よって，3の n の 2次方程式を解くだけです。ちょ
っと面倒ですが，最後のステップですのでケアレスミス
をしないよう気合いを入れましょう。
以下，n は正の整数とする。

k = 1のとき,3は
n2 + 2n ¡ 8 =0

(n ¡ 2)(n + 4) = 0

よって， n = 2

k = 2のとき,3は
2n2 + 3n ¡ 5 =0

(n ¡ 1)(2n + 5) = 0

よって， n = 1

k = 3のとき,3は

3n2 + 4n ¡ 2 = 0

これを満たす正の整数 n は存在しない。

k = 4のとき,3は
42 + 5n + 1 =0

(4n + 1)(n + 1) = 0

これを満たす正の整数 n は存在しない。

以上，[1],[2]から,答えは n = 1; 2; 11

Y n = 11という値が出てくるのが面白い問題です。エレガントに解きたいのはやまやまな
れど，田舎の凡人が解くとこんなことになります。どなたかの参考になれば幸いです。
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